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Dynamische Theorie der Rontgen-Strahl-Interferenzen
an schwadh verzerrten Kristallgittern
L. Herleitung einer strahlenoptischen Niherung aus den Maxwellschen Gleichungen*
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Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft **, Berlin-Dahlem

(Z. Naturforschg. 20 a, 770-—786 [1965] ; eingegangen am 12. Januar 1963)

The propagation of X-rays in weakly deformed crystal-lattices with excitation of a Bracc-
Reflexion is treated geometrical-optically. By connecting Lauve’s dynamical theory with the
WaNnieEr—StaTer electron theory one expands the wave function in Wassier functions and obtains
approximately a transformed form of the wave equation. From this equation the geometrical-
optical approximation is derived by going to the limit of infinitely small wave-length and lattice
constants. In this way it is clarified that this approximation is closely related to the effective mass

theory of electrons.

Die dynamische Theorie der RénTGEN-Strahl- und
Elektroneninterferenzen an nicht-idealen Kristallen
ist u. a. von PexniNG und Porper !, Kato 2, Howie
und Waeran3, Takacr?, Tauvein3, Boxnse® und
WiLkens 7 entwickelt worden. Die Anregung zu die-
sen theoretischen Arbeiten gaben erstens die Ver-
suche von Borrmany und Hiupesranpt ® und ande-
ren Autoren ? iiber die Beeinflussung der anomalen
Absorption von Rénrcen-Wellenfeldern durch Git-
terverzerrungen, die absichtlich (z. B. durch einen
Temperaturgradienten) eingefiihrt waren, und zwei-
tens die Experimente, bei denen Versetzungen mit-
tels Interferenzerscheinungen an fast-idealen Kri-
stallen direkt beobachtet wurden 1°; hierbei entsteht
der Kontrast durch die Gitterverzerrungen in der
Umgebung der Versetzungen.

Die Theorie von PexsiNg und Porper! behan-
delt die Fortpflanzung eines schmalen Biindels von
RoNTGEN-Strahlen in einem schwach gekrimmten
Kristallgitter. Grundlegend war dabei die in der

* Uber diese Arbeit ist 1963 in vorldufiger Form auf dem
6. Intern. Congr. der Int. Union fiir Kristallographie in
Rom berichtet worden (s. Acta Cryst. 16 [1963], Suppl.
A 161).
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Theorie der Beugung am Idealkristall entwickelte
Idee eines ,,Strahls“, der entweder als Weg der
Energiestromung oder als Bahn eines Wellenpaketes
aufgefait werden kann (Lave!!, Karo 12, Ewarp 13
und Wacner ). In Analogie zur geometrischen Op-
tik, deren mathematische Grundlage die Hamirrox-
sche Strahlenoptik ist !5, haben Pexnine und Por-
pEr ! eine Ndherungsmethode entwickelt, in der die
Fortpflanzung von Wellen im verzerrten Gitter strah-
lenoptisch beschrieben wird.

In der Lichtoptik 1aBt sich bekanntlich aus den
Maxwerrschen Gleichungen die Grundgleichung der
Strahlenoptik, die Eikonalgleichung, herleiten !5,
Aus dieser Ableitung ist es ersichtlich, daB} die Strah-
lenoptik eine asymptotische Naherung der Wellen-
optik ist, die bei unendlich hohen Schwingungszah-
len des Lichtes giiltig ist. In analoger Weise ergibt
sich, wie bekannt, die klassische Mechanik als Grenz-
fall der Wellenmechanik. Aus der Eikonalgleichung,
die der Hawmirron—Jacosischen Gleichung der Me-
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RONTGEN-STRAHL-INTERFERENZEN AN SCHWACH VERZERRTEN KRISTALLEN. I.

chanik entspricht, kann man unmittelbar die dazu
dquivalenten Hamirronschen kanonischen Gleichun-
gen ableiten.

Man findet nun in der Arbeit von Pexnine und
PoLper ! ein Paar von Gln. [Gl. (15) und (18)],
die als kanonische Gleichungen aufgefallit werden
kénnen. PeExNING und Porper haben diese Gleichun-
gen lediglich in Analogie zur Lichtoptik postuliert
und daraus ihre Theorie entwickelt. Die erste Auf-
gabe der vorliegenden Arbeit ist es, die kanonischen
Gleichungen von Pexxine und Porper aus der Wel-
lengleichung der RontcEN-Strahlen herzuleiten 16,
Damit gewinnt man nicht nur eine Begriindung der
PenninG—PoLperschen Theorie, sondern hat auch
die Moglichkeit, zu hoheren Naherungen tberzu-
gehen.

Es ist zwar schon im Rahmen der normalen Kri-
stalloptik aus den MaxweLrLschen Gleichungen eine
Strahlenoptik in nicht-idealen kristallinen Medien
hergeleitet worden 17. Diese Theorie bezieht sich je-
doch auf die Optik des sichtbaren Lichtes und be-
ruht deshalb auf der Annahme der folgenden Grenz-
tibergidnge fir die Wellenldnge 4 und die Gitter-
konstante a:

a—>0, /—0, a/l—0.

Unsere Annahme lautet dagegen:

a—0, /.1—0, a/l. = const .

Da némlich die Erscheinung der Braceschen Refle-
xion fiir uns wesentlich ist, ist es notwendig, den
Quotienten a/4 endlich und konstant zu lassen, da-
mit die Geometrie der Braccschen Reflexion unver-
andert bleibt. Dies fiihrt uns zu einer asymptoti-
schen Approximation, die vollig anders ist als in
der normalen Kristalloptik.

Die schon erwiahnte Analogie zwischen Optik und
Mechanik gibt es natiirlich auch bei Vorgingen in
Kristallgittern. Eine entsprechende mechanische
Theorie existiert z. B. fiir die Bewegung von Elek-
tronen in Kristallen 8. Der Einflu} eines Storungs-
feldes 1Bt sich hierbei ndherungsweise mit Hilfe
der effektiven Masse beschreiben. Es wurde von
Stater 19 gezeigt, dal die kanonischen Gleichungen

16 Dasselbe Problem wurde von Kato (J. Phys. Soc., Japan
18,1785 [1963]) mit anderen Methoden behandelt. Trotz
unterschiedlicher Auffassung sind im allgemeinen seine
Resultate mit den unsrigen identisch.

17 Zum Beispiel N. ArLey, Kgl. Danske Videnskab. Selskab
22, Nr.8 [1945]. — K. Sucny, Ann. Phys., Lpz. 11, 113
[1952]; 12, 423 [1953]; 13, 178 [1953] ; 14, 412 [1954].
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fir diese Bewegung aus der Scuropincer-Gleichung
am besten unter Benutzung der Wan~ierschen Funk-
tionen hergeleitet werden konnen. Dabei wird das
Elektron als ein aus Brocuschen Funktionen gebil-
detes Wellenpaket betrachtet. Hier besteht ein deut-
licher Parallelismus zu der anfangs erwahnten Idee
eines Strahls im Gitter.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb ver-
sucht, die Theorie der effektiven Masse auf unser
Problem zu ibertragen, wobei die Darstellung der
Wellenfunktion durch Wax~iersche Funktionen be-
nutzt wird. Es sind natiirlich einige Abénderungen
notig, da es sich hier um eine Wellengleichung han-
delt, die etwas komplizierter ist als die SCHRODINGER-
Gleichung. Auflerdem ist die Storung hier nicht ein
zusitzliches Feld, sondern eine Gitterverzerrung.

Obwohl unsere Formulierung sich auf RoNTGEN-
Strahl-Interferenzen bezieht, kann sie ohne Miihe
auf den Fall der Elektroneninterferenzen tibertragen
werden.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile.
Der erste Teil bringt die Herleitung der Strahlen-
optik. Wir erhalten als erste Naherung aus der
Wellengleichung eine Eikonalgleichung, die die
Phase der Wellenfunktion bestimmt. Dann liefert
die zweite Naherung die Wellenamplitude, wobei
die Absorption der Wellen im Kristall beriicksich-
tigt wird.

Die eigentliche Strahlenoptik mit deren physikali-
schen Deutungen soll im zweiten Teil erortert wer-
den.

§ 1. Wellenpakete in idealen Kristallen

Wir zeigen zuerst, wie Wellenpakete von Ront-
GEN-Strahlen in Kristallen dargestellt werden kon-
nen, wobei wir zuniachst annehmen, der Kristall sei
ideal.

Unser Ausgangspunkt ist die aus den MAXWELL-
schen Gleichungen abgeleitete Wellengleichung (s.
Anhang 1) fiir das Vektorpotential [ von RGNTGEN-
Strahlen mit der Schwingungszahl »:

2 4,2 . "
4"72? A =rotrot Y +u I, (1)

C

18 Zum Beispiel J. C. Stater, Handbuch der Physik, Bd. 19,
S. 1, Springer, Berlin 1956. — R. A. Smitn, Wave Mechanics
of Crystalline Solids, Chapman & Hall, London 1961, Kap.
11.

19 J. C. Suater, Phys. Rev. 76, 1592 [1949].
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wobei u eine periodische Funktion im Kristall ist,
gegeben durch (A 10) mit der Fourier-Entwicklung

u= Y u,exp{2ni(h,1)} (2)
n
(b, sind die reziproken Gittervektoren).

Bei Vernachldssigung der Absorption im Kristall
ist u eine reelle Grofle. Wir versuchen (1) mit dem
Ansatz

A(r) =B(r, 1)
=exp {27i(f v)} Y U, exp{2ai(b, )}

m

= Z\J[m exp '{23i(flrl r) } (3)

m

mit fm . f+5m (4‘)

zu befriedigen, wobei f als eine unabhingige re-
elle 2° Variable vorgewihlt werden soll. B (r, ) ist
ein Vektor, fiir den wir aus der Elektronentheorie
den Namen ,,Brocusche Funktion* iibernehmen wol-
len.

Nach (3) gilt
B(r+R,,b)=exp{2ai(fR,)}B(,T), (5
wobei N, ein beliebiger Gittervektor
R, =nyay+ny0a5+nga (6)
ist (ay, ay, ag: Gittervektoren; ny, ny, ny: ganze
Zahlen) .

Durch Einsetzen von (3) in (1) bekommt man
ein System von Gleichungen

2 7?,1’3 \‘)[m — 4‘ 7!2 [fm[fm altnz]] + X, Uy - S)[n .. (7)

c2
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Aus der Sakulargleichung dieses Systems erhilt man
die Eigenwerte von » als Funktion von f, die wir
mit » (f) bezeichnen wollen. Aus der Tatsache, daB}
u eine reelle positive GroBe ist und damit der Ope-
rator rotrot+u von (1) fir die Brocuschen Funk-
tionen ein Hermitescher, positiv-definiter Operator
ist, kann man folgern, daB die Eigenwerte von
4 72 v2/c? positiv-reell sind und daher die Eigen-
werte v/ (f) reell sind.

Die Sédkulargleichung von (7) #ndert sich nicht,
wenn man f,, durch f,, +0, mit einem beliebigen
Index n ersetzt. vV (f) und die daraus mit (7) und
(3) berechnete Brocusche Funktion B® (1, f) sind
daher periodische Funktionen von f mit den Peri-
oden des reziproken Gitters. Es gilt also

v® (E+5,) = »O (D), (8)
BW(r,f+b,) = B (x,1). (9)

v (f) bildet eine Bandstruktur, wie es aus der
Elektronentheorie der Kristalle bekannt ist. Der In-
dex (i) der Eigenwerte kennzeichnet die Binder.
In der iblichen dynamischen Theorie wird statt f
die Schwingungszahl », vorgegeben. Die Losung (3)
ist dann nur fiir solche Werte von f moglich, die die
Bedingung
v (f) =,

(10)

erfiilllen. Solche Werte von [ bezeichnen wir mit
£ (). Die ) (vy) bilden im f-Raum die Schalen
der ,Dispersionsfliche”, und die dazugehorigen
Brocuschen Funktionen B@(r, ¥ (»)) sind ,,Wel-
lenfelder (s. Laue?2!, S.303 ff., Wacner 14).

Zur Untersuchung von Strahlen in idealen Kristallen ist es prinzipiell ausreichend (s. Ewarp 13), statt
Wellenpakete monochromatische Wellenbiindel zu betrachten. Ein solches kann dargestellt werden in der

Form

AD (g, 1) = [ (ED(v)) BD (1,19 (vg)) D ().

(11)

Dies ist ein Flachenintegral auf der (i)-ten Schale der Dispersionsfliche. ¢(f()(v,)) ist die Amplituden-

verteilung der Wellenfelder im Biindel.

Zur Einfiihrung von Wannierschen Funktionen ist es aber zweckmaBig, statt (11) ein Wellenpaket

AD (¢, 1) = v: j(p(i)(f) exp{ —27miv@(f) 1} BD(r,T) df

(12)

zu betrachten. Dies ist ein Volumenintegral im f-Raum. Mit Beriicksichtigung der Periodizititen (8) und

(9) wird der Integrationsbereich auf eine reziproke Einheitszelle reduziert, deren Volumen v~

20 Wir schlieen zunidchst solche Fille aus, in denen kom-
plexe Werte von  beriicksichtigt werden miissen (Total-
reflexionsbereich beim Bracc-Fall, s. Boxnsk 9).

1 jst.

2t M. vonx Lauve, Rontgenstrahlinterferenzen, Akad. Verlags-
gesellschaft, Frankfurt/Main 1960.
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¢ (f) gibt die Amplitudenverteilung der Brocuschen Wellen, die nach Gl. (3) Summen von ebenen
Wellen sind. In Analogie zu Paketen von einfachen ebenen Wellen bezeichnen wir (12) als ein Wellen-
paket von Brocuschen Wellen 14,

(11) ist ein Spezialfall von (12), in dem ¢ (f) einen Faktor o (f — f(V (v,)) enthilt und der Zeitfaktor
exp { —2@ivyt} fortgelassen wird.

§ 2. Wanniersche Funktionen

Den Ausdruck ¢@(f) exp { —27i»? (f) ¢t} im Integranden von (12) entwickeln wir in eine Fourier-
Reihe im f-Raum

O (f) exp{ —2aiv® (F) t}= X FO(,R,) exp{-2xi(fR,)}, (13)
deren Fourier-Koeffizienten also durch

FO (1, R,) = —vi_—l— j‘qr“) (f) exp{—2aiv® () t}exp {2xi(fR,) } df (14)

gegeben sind. N, ist ein Gittervektor (6). Wir setzen (13) in (12) ein und bekommen
AD(2,1) = X FO (e, Ry) a0 (1, R,) (15)
mit al®d(r, R, = vll j exp{—2ai(fR,)} B (r.,f) df. (16)

Wir nennen den Vektor a@(r,R,) eine Wanniersche Funktion. Nach (16) haben wir
BO(r,H) =Y ad(r,R,) exp{27i(fR,) }. (17)
Aus (5) und (16) folgt a®(r,R,) =a@(r-R,), (18)
wobei al (1) = al(1,0) ,v}f J B (1, f) df. (19)

Die Orthogonalitdts- und Normierungsrelation der Brocuschen Funktionen im unendlichen Gitter lautet

nach (A 29)

TR, H*BD (1, ) dr=v"10;0(F-F), (20)
wenn man B@(r,f) mit einem Integral iiber eine Einheitszelle v normiert:
SBD(r,H*BD(r,f)) dr=1. (21)
Daraus folgt fiir die Wannier-Funktionen die Orthogonalititsrelation
f(a'(i) (I—E]‘{m)*a”) (r_mn) ) dr:aij 6mn- (22)

Wegen dieser Orthogonalitat ergibt sich aus (15)

FO>£,R,) = [(a® @ —R,)*AO (¢, 1)) dr. (23)
Ebenfalls folgt aus (17) exp {2ai(fR,)} = f(a(i) (r=R)*BU(r,f))dr. (24)

(15) und (17) sind also Reihenentwicklungen nach dem Orthogonalsystem der Funktionen a® (v —R,).
(23) und (24) geben die Entwicklungskoeffizienten und konnen gleichzeitig als eine Art von Integral-
transformationen betrachtet werden. Aus einer BLocuschen Funktion, die nach (3) aus vielen ebenen
Vektorwellen besteht, erhilt man durch die Transformation (24) eine ebene Skalarwelle. Dementspre-
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chend wird durch (23) ein Wellenpaket (12) von Brocuschen Funktionen zu einem Wellenpaket (14)
von ebenen Wellen transformiert. Die ..ebene Welle exp {22 (fR,) } ist allerdings eine Gitterwelle, die
nur in den Gitterpunkten )i, definiert ist.

Nach (1) und den Definitionen von »@ (f) und B (1, f) gilt fiir die Brocu-Funktionen die Diff.-Gl.

HBO (1, 1) = rot ot BO (1, 1) +u(r) BO D = *T GOMPEBO@H . (25)
Es folgt nach (16)
}{u(i’) (1. - Stn) = 1'11 \N exp { -2 I(f 8{71) } }I p‘\i:‘ (ra f) df - l h(’[" (E){m) a(i) (r - 3tn - SRm) E] (26’

y1
v

wobel MO = L, ‘ 4;2 (D ()2 exp {2 i (ER,) } dE, (27)

und folglich 4;2 (O ()= ‘\Tz' RO (R,) exp{ —2xi(fNR,)}. (28)

Mit Beriicksichticung der Periodizitat des Operators H und der Orthogonalitatsrelation (22) hat man nach
(26)
h‘:i) (ERm = Enu) = ' (a(i',‘ (l‘ - Stm) * H a[ji:’ (r - §Rn) ) dr g (29)

RO (R, —N,) ist in diesem Sinne die Transformierte des Operators H. Die transformierte Form von (1)

ist deshalb
PEEFO (4 R) = T A0 R —Ra) FO(L Ra) (30)

wie man durch Einsetzen von (15) in (1) leicht sieht.

Die obigen Resultate gelten ohne Beriicksichtigung der Phasen der B (r,f). Im Integral von (19)
sollen nun die zunichst frei verfiigharen Phasen der @ ¥ (1,f) fiir verschiedene f-Werte so abgestimmt
werden, daB &) (1), wie bei Wellenpaketen, nur in der Nahe des Nullpunktes eine nicht-verschwindende
Amplitude hat und mit zunehmendem absolutem Wert von 1 in allen Richtungen méglichst schnell auf
Null abfallt.

Aus der Theorie der Wannierschen Funktionen (s. z. B. StaTer ??) kann man entnehmen, dal} bei lang-
samen Elektronen, wo die Brocuschen Funktionen aus sehr vielen ebenen Wellen bestehen, die Wax~IER-
schen Funktionen scharf lokalisiert sind. Dagegen bei den normalen RontGEN-Strahlen (z.B. CuKe-Linie),
wo die Brocuschen Funktionen aus wenigen ebenen Wellen bestehen, fallen die Amplituden der WANNIER-
schen Funktionen relativ langsam ab.

Die Abmessung des Bereichs, auBerhalb dessen die Waxniersche Funktion vernachlassigbar klein wird,
liefert uns einen wichtigen MaBstab fiir die praktische Anwendbarkeit der obigen Formeln mit Benutzung
von Wannierschen Funktionen. Dies wird sich in den folgenden Abschnitten zeigen.

§ 3. Verzerrtes Gitter

Wir nehmen nun an, daB das Kristallgitter schwach verzerrt sei, jedoch derart, dal} es in einem genii-
gend klein gewihlten Volumelement als ideal betrachtet werden kann. Dann lassen sich zu einem beliebig
gewiihlten, repriasentativen Punkt einer Einheitszelle (z.B. der Lage eines Atomkerns) in den anderen Zel-
len dquivalente Punkte finden. Wir nennen diese Punkte die Gitterpunkte 1, des verzerrten Gitters.

In der Umgebung eines Gitterpunktes 1, ldft sich die Grofle u(r) in (1) durch eine den ,lokalen Ideal-
kristall“ darstellende Form u,(r —1,) annihern. Fiir jedes p konnen wir schreiben

w(r) =u, (v —1,) +u, (1), (31)

22 J. C. Stater, Phys. Rev. 87, 807 [1952].
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wobei up(T—1,) = D uppexp{2ai(byp,t—1,) } . (32)

u,, bzw. 0,, sind die lokalen Werte von u, bzw. b, am Ort 1,. u,’(r) in (31) ist ein Korrektionsglied,
das in der unmittelbaren Nachbarschaft von =1, vernachldssigbar klein ist und mit der Zunahme von
'r—1,| langsam groBer wird.

Die Definition der GroBen 1,, b,,, u,, enthilt eine gewisse Willkiir. Wir nehmen hier nur an, daB diese
Groflen so gewdhlt werden konnen, dall die weiter unten gemachten Annahmen [insbes. (36), (37), (43)]
optimal erfillt sind.

Die Formeln in § 1 und § 2 gelten fir das lokale Idealgitter u,(r —1,), wobei wir uberall v —1, fir v
einsetzen. Die dabei erscheinenden Groflen werden im folgenden alle mit einem Suffix p versehen und als
»lokal® bezeichnet. Zum Beispiel (26) lautet

}Ip ag) (I‘ - rp - ER"I’) = -;h (I’i) ('S]t”w) ag) (I‘ - 1’,, - ERnn - ERmp) . (33)

Wir wollen nun die Losung der Wellengleichung (1) (mit »=»,) unter Einsetzung der durch (31)
gegebenen Darstellung von u (1) finden. Wir machen den Ansatz:

A(r) = X X FO(r,) o (r—1,) . (34)
vy

Fir einen Idealkristall ware dies nichts anderes als das monochromatische Wellenbiindel (11), das in der
Form (15) dargestellt ist. Fiir das gekriimmte Gitter ist nun dg) (r—1,) die lokale Wanniersche Funktion,
die in der Nihe von 1, lokalisiert ist. Wir wihlen &\ (v —1,) fiir r =1, reell und positiv. F)(r,) ist die
komplexe Amplitude dieser Wannierschen Funktion und | F¥)(1,)| stellt ungefihr die Amplitude von 2[(1)
in der Nihe von 1, dar. Die Summation iiber den Bandindex (i) bedeutet, daB zunichst der Ubergang
von einem Band zum anderen mit beriicksichtigt wird. Im Idealkristall gibt es diesen Ubergang nicht.
Man bekommt niamlich aus dem Ansatz (34) die Gl. (30), die fiir jedes .(i) getrennt gilt.
Wir setzen (34) in (1) ein (v =%,), bilden das Skalarprodukt mit a{ (r—1,)*, integrieren iiber den
ganzen Ortsraum und bekommen
4::6‘321'02 '\l;‘:: F‘f")(l‘p) j(aslj) (= rq)* a(l;') (t— I‘,,) ) dr
=Y Y FO(r,) [Ja (r—1)*Hpe (r—1,) ) dr (35)
i D oo
+ [ (e (r—14)*u, (r) &) (r—1,))dr ].

Dies ist ein System von exakten Gleichungen zur Bestimmung der Amplitudenfunktion F\V(r,). Wir fiih-
ren nun Niherungen ein, indem wir annehmen, die Kristallgitterverzerrung sei so schwach, dafl das Volu-
men, in dem das Gitter praktisch als ideal betrachtet werden kann, geniigend grof} ist gegen den in § 2
erliuterten Bereich der Wannierschen Funktionen. Man kann dann ndherungsweise annehmen, daf}

J(agf) (t—1)* o (r—71,)) dr~=d;; 0, (36)
[(@ (xt—1)*u, (r)ol (r—1,)) dr=0. (37)
Mit der Bezeichnung HPO = [(a (xr—1,)* Hyal (x—1,)) dt (38)
entsteht aus (35) das annahernd giiltige Gleichungssystem
2,5 2 5 o 5
f‘j,’c,,zlo FO)(r,) = ;;11%) FO () . (39)
Nun gilt nach (33)
HPY = 3 hD (Rup) [(@ (r—1)* af (r—1,—R,p)) dr. (40)

Wenn 1, in geniigender Nihe von 1, liegt, kann man mit geeigneter Wahl von n setzen:
-~ Rp~Ryy und & (1) =~ af (1) . (41, 42)
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Dann ergibt sich aus der Orthogonalitatsrelation (22)
Hglj)fr){) ’Q‘éij hg) (mnp) %6;_; hzj) (anq) . (4'3)

Wir wissen, da im Integranden von (38) die Funktionen & (r —1,)* und H,a? (r—1,) mit Zunahme
der Betriige ihrer Argumente gegen Null streben. [Als die Fourier-Transformierte von 47t c¢ 2 (v (f))?
“B@(r,f) nach (26) fillt H,a’ (v —1,) etwa ebenso schnell ab wie &}’ (r—1,).] Da nach unserer An-
nahme die Gitterverzerrung sehr schwach sein soll, findet man, da8 bei grofleren Abstinden 1,—1,, wo
(41) und (42) nicht mehr erfillt sind, die beiden obigen Faktoren im Integral von (38) einander kaum
iiberlappen, so dal} der Wert von Hflj)f,f) vernachlassighar klein wird. Wir setzen daher ndherungsweise
statt (39)

4' 2,2 - - . -
TIEFD (1) = S (g) FP (1~ Rag) (44)

Man vergleiche diese Gleichung mit (30). Die Gleichung fir die Amplitudenfunktion behilt dieselbe
Form, wenn die Gitterverzerrung geniigend klein ist. (44) gilt fiir jeden Index (j) getrennt. Dies bedeutet,
dal} es innerhalb dieser Niherung keinen Ubergang von einem Band zum anderen gibt. Man beachte auch,
dall (44) nur solche Grolen enthilt, zu deren Ausrechnung Kenntnisse iiber Einzelheiten der WaNNIER-
schen Funktionen nicht gebraucht werden. Dies riihrt natiirlich von unserer Annahme her, daf} die Wan~igr-
sche Funktion auf Null abféllt, bevor die Gitterverzerrung merklich wird.

§ 4. Wanniersche Gleichung

(44) kann nach der Wannierschen Methode (s. z.B. Starer !?) in eine Diff.-Gl. umgeformt werden.
Man benutzt hierzu den Operator exp { (R \/,) } , der durch seine TayrLor-Reihe definiert ist:

exp {(RV)} /(1) = f@) + R Vo) f@) + 5 RV + ... =fx+R). (45)
Wir setzen voraus, daf} sich die Funktion
E,(f)= 4;2 Op(B) = X hy(Ro) exp{—27i(ER,) ) (46)

[s. (28) mit Weglassung des Index (i)] an einem Punkt f, des f-Raumes in eine Tavror-Reihe ent-
wickeln laft:

Ep(f) = Ep(fo) + (f = f(}s Vr) Ep(f) (o) + - ..=€Xp { (f_ va Vr) } Ep(f) (to) » (4‘7)
wobei /¢ E, () o) usw. die Werte von \/([E,(f)] usw. fiir f =¥, bedeuten. Man definiert einen Operator

Ey(5m; Vo) =Ep(fo) + (507 Vim0, Vo) Ey() o + oo =exp | (57 Ve—to, Vi) | Es(B o (48)
Aus (40) entsteht damit die Operatorgleichung
Ep(’ : ; Vr)z ;L:hp(mnp) exp { = (SRW Vr)} . (49)

2mi

(44) kann also in die folgende Form gebracht werden:
410”107 F(ry) = 2 hy(Ray) F (1) —Ry)
= }ﬂ_ by (Ra) exp { = Ry VY F(@W) € =y (51, Ve F(1) ep- (50)

Wir nehmen hierbei an, dafl die Amplitudenfunktion F(1,), die eigentlich nur auf den Gitterpunkten 1,
definiert ist, durch eine Funktion F(r) in den Zwischenraum interpoliert werden kann??. Ebenso seien

23 Diese Annahme setzt voraus, daf} F (Ip) eine sich langsam Funktion G (tp) mit r; sich langsam @ndert. Hierbei muf
mit Iy dndernde Funktion ist. (50) gilt aber auch dann, £ nicht unbedingt klein sein.
wenn mit dem Ansatz F (1) =G (rp) exp[2 @ i(F1p)] die
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————
(i

v,(f), E,(f) in (46) bzw. der Operator E,[(1/27i) \/,] im ganzen Raum durch die stetigen Ortsfunk-
tionen »(f, 1), E(f,1) bzw. den ortsabhingigen Operator E[(1/27i) \/,,1] interpolierbar und damit

auch die Koeffizienten der TayLor-Reihe (48):

Dann folgt aus (50)
SENWF() =E (52 Vat)F@) . (52)
e 2mi

Wir wollen diese Gleichung die Wanniersche Glei-
chung nennen. Denn sie ist von derselben Art wie
die von WanniEr stammende Gleichung

B(;L V) +rw]

El,l,’: 2

(53)

in der Elektronentheorie der Kristalle 1819,

(52) ist offensichtlich eine Wellengleichung. Dies
ersieht man am leichtesten aus der Tatsache, dal}
fiir einen Idealkristall eine ebene Welle

F(r) =exp{27i(f(vy) 1)} (54)

eine Losung von (52) ist, wenn f(vy) die Bedin-
gung (10) erfiillt, wovon man sich leicht mit Hilfe
von (51) und (46) iiberzeugen kann. Wegen der
Gitterverzerrung weicht die Lésung von (52) von
der Form der ebenen Welle ab. Diese Abweichung
wollen wir durch die strahlenoptische Néherung er-
mitteln.

§ 5. Ubergang zur Strahlenoptik

In der normalen Strahlenoptik ist es eine Voraus-
setzung, daB die Grtliche Anderung des Brechungs-
index geniigend langsam ist, so daB man diese An-
derung innerhalb einer Wellenldnge des Lichtes ver-
nachldssigen kann. Dieselbe Niaherungsmethode ist
auf unser Problem anwendbar, wenn sich die Koef-
fizienten der Wellengleichung (52) mit 1 geniligend
langsam &ndern. Dies setzt voraus, dafl die Gitter-
verzerrung geniigend klein ist, und zwar eventuell
noch kleiner als fiir die Herleitung von (52) ange-
nommen wurde.

Der Methode der Strahlenoptik folgend setzen
wir an

F(r) —exp{2ai%S(1)}, #=vfc, (55)

und suchen die asymptotische Grenzform von S(1)
fur »y— oo . Mit wachsendem x, sollen, wie in der

E(2.}zi Vr’r) :E(f09r) + (2:1'li Vr'—fos VI)E(f,r)(fa) Fomn @

[/, wirkt nicht auf die Ortskoordinate 1 in E(f,1).]

(51)

Einleitung erldutert wurde, die Gitterkonstanten mit
geandert werden, und zwar proportional zu 1/x, 4.
Diese MaBnahme ist notwendig, um die Geometrie
der Braceschen Reflexion beizubehalten, und steht
im Einklang mit der Forderung, dal die Gitterver-
zerrung nicht nur im Vergleich mit der Wellenldnge
der Rontcex-Strahlen, sondern auch im Vergleich
mit den Gitterperioden geniigend klein sein muf3,
weil ja die Wellenlinge und die Gitterkonstanten
von gleicher GréBenordnung sind.

Die reziproken Gittervektoren b,, lassen wir also
proportional zu %, zunehmen. Mit den Bezeichnun-
gen

A~

fm =% fm

F=x,1, (56)

kann man die Grundgleichung (7) folgendermafien
umschreiben:

4 n? 9[,,1 = —4a® [fm[f\m 9/[111]] + % X Umn-n Slr" 2
X0~ n
(57)

wobei ¥ = v, angenommen ist. Man sieht sofort, daf}

bm:xo 5m9

bei unserem Grenziibergang die Grofen f, und 2,
unverindert bleiben, falls wir u,,_, proportional zu
#y> wachsen lassen. Die Richtungen und Amplituden
der ebenen Wellen, die nach (3) die Brocuschen
Funktionen bilden, bleiben also erhalten und damit
auch die Geometrie der Dispersionsfliche im f-Raum.
Gedndert werden nur die Betriage der Vektoren f,,,
d. h. der Ma@stab, Aund zwar proportional zu ;.
Es ist wichtig, daB8 b,, als Funktion von 1 unverin-
dert bleiben soll. Dies bedeutet, da3, obwohl die Git-
terkonstanten gedndert werden, die Verteilung der
Verzerrungen im Gitter erhalten bleibt.

Bei dem Grenziibergang muf} offenbar der Ope-
rator £ ((272i) 71\/;,1) in Gl. (52) als Funktion

von x, betrachtet werden. Mit den Bezeichnungen

E(fa r) == Z02 E\(,f\a r) s Uy = 202 l:m (58)

24 In der Elektronentheorie wird auch dieselbe Anderung
der Gitterkonstanten stillschweigend vorgenommen, wenn
man aus der Wellengleichung (53) durch den Grenziiber-
gang h— 0 die Gleichungen der klassischen Mechanik
(105) und (106) herleitet (s. Stater 19).
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ergibt sich aus (7) und (40)
l:‘: (?’ r) \*)[7/1 = —4 '72 [’%m [fm, i)[m]] + l l;m -n \l[n .
(59)

E(f, 1) bleibt also unverindert. Schreibt man (51)
dementsprechend um

‘Vr'—,f\07 V?)F’:(’fs l') (fo) + -
1 Vr’r>'

2mixng

( !
27

—x2E ( (60)
so zeigt es sich, dall der Operator I?((Z?tizo)"l
Ve, 1) nur in der Form (2aix,) 1\/, von x,
abhéngt. Somit erhélt man aus (52)

L Vr,r)m). (61)

e () :E(Z:tizo
Wir fihren den Ansatz (55) ein und lassen nur
die Glieder mit der niedrigsten (in diesem Fall der

nullten) Potenz von 1/x¢, stehen. Dann ergibt sich

4x2=E(V, S, 1), (62)
oder, mit der Bezeichnung
S=2%5, (63)
4222 2=E(\/:S,1), (64)
oder nach (46)
vo=r(V.S,1). (65)

(65) [oder die dquivalente Form (64) bzw. (62)]
ist die Eikonalgleichung unserer Strahlenoptik. Die
Grole §:S/x0 wird in Analogie zur geometrischen
Optik 1% als Eikonal bezeichnet.

Mit der Losung S(r) der Eikonalgleichung (65)
bekommen wir nach (63) und (55) als erste Nahe-
rungslésung von (52)

F(r) —exp{27iS(r)}.

Dies ist mit der ebenen Welle (54) zu vergleichen.
Man kann niamlich (66) in einem kleinen Bereich
lokal als eine ebene Welle betrachten, mit dem lo-
kalen Wert des Wellenvektors

f(r) =V.S.

Dieser Wert von f dndert sich von Ort zu Ort, um
nach (65)

(66)

(67)
vo=(f, 1) (68)

3 Die Phase der Brocuschen Funktion ist aus der Konstruk-
tion der Wasxierschen Funktion eindeutig bestimmt.
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zu erfiillen. Dies ist nichts weiter als die (im Sinne
von § 3) lokale Form der Gleichung der Disper-
sionsflache (10). Das bedeutet nach (15) und (17),
da die mit Hilfe von (34) aus (66) berechnete
Losung (1) lokal als eine Brocusche Funktion 25
betrachtet werden kann, deren Form dem lokalen
Idealgitter angepalit ist. Die Existenz einer solchen
Losung ist von PexnxiNG und Porper ! als Grund-
lage ihrer Theorie postuliert worden.

§ 6. Amplitude, Absorption

Nach § 1 ist »(f, 1) eine reelle Funktion, und wir
betrachten, wie in § 1, nur die reelle Losung f von
(68). Dementsprechend nehmen wir S(r) als reell
an. Die Eikonalgleichung (65) liefert uns demnach
nur die Phase der Losung F(r) von (52) in der
Form (66), wihrend die Amplitude in der ersten
Niherung iiberall konstant =1 gesetzt wird. Die ge-
nauere Amplitude von F(r) wird erst durch die
zweite Ndherung ermittelt.

Bei der Berechnung der Amplitude wollen wir die
Absorption der RontGen-Strahlen im Kristall be-
riicksichtigen. Da die Absorption normalerweise so
schwach ist, dafl die Amplitude beim Durchgang
durch den Kristall liangs einer mit der Wellenldnge
bzw. Gitterkonstanten vergleichbaren Strecke prak-
tisch nicht abnimmt, erscheint der wesentliche Ein-
flul der Absorption nicht in den Phasen, sondern
in den Amplituden.

Bei Idealkristallen wird der Effekt der Absorp-
tion auf die Wellenfunktion durch Einfihrung eines
komplexen Wellenvektors dargestellt. Es wird dabei
stets angenommen, daf} der imaginére Teil des Wel-
lenvektors viel kleiner als der reelle Teil ist. Prak-
tisch wird erst der reelle Teil unter Vernachlassi-
gung des imagindren Teils ermittelt, und dann wird
der imagindre Teil mit Benutzung des reellen Teils
berechnet (Lauve 2!, S. 403 ff.). Dieses Verfahren ent-
spricht genau den obigen zwei Ndherungsstufen der
Strahlenoptik.

Wenn man die Absorption beriicksichtigen will,
mufl man nach MouiEgre 2% in der Wellengleichung
(1) zu der GroBe u U ein Zusatzglied

Ay [ A AW A
c o

(69)

hinzuftigen (s. Anhang 2).

26 G. Mouikre, Ann. Phys., Lpz. 35. 272, 297 [1939].
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Mit Beriicksichtigung der Periodizitdt (s. Laue 21,
S. 396)

Ar+R,.U"+R,) =A(,71) (70)

kann man unter Hinzufiigung des Hermiteschen

Teils (s. Anhang 2)
| [AH(x, 1) A ()] dr’
7

zu u in (1) genau die gleichen Rechnungen wie
in § 1 und § 2 durchfithren und fiir einen vorgege-
benen reellen Wert von f die Funktionen

BO(xr,E), »O(f), FO (s R,),al(x, Ra), A (Ry)

779

ermitteln 7. Durch die Hermitesche Eigenschaft und
wegen der Kleinheit von A"(1,1") gegen u(r) ist
gesichert, dal die Eigenwerte »? (f) reell sind
und dall die Orthogonalitdt der Brocuschen Funk-
tionen (20) und der Wannierschen Funktionen (22)
erhalten bleibt. Der Hermrtesche Teil AH(1,1”) ver-
ursacht somit keine wesentlichen Anderungen der
Losungen.

Die Dampfung der Wellen durch die Absorption
ist mit dem schief-Hermiteschen Teil A*(1,1") ver-
bunden. Diese Dampfung soll jetzt zusammen mit
der Anderung der Amplituden infolge der Gitter-
verzerrung betrachtet werden.

Fir ein verzerrtes Gitter nehmen wir an, daBl sich die GroBe A(r,1") auch ortlich dndert. Thren loka-

len Wert im Sinne von §

finieren wir den Operator H, statt durch (25) unter Hinzufiigung des Integraloperators A} (1

durch
H,A(x) =

Damit behalten (25) und (26) ihre Form.

rot rot A (v) +u,(r—1,) A(r) + | [AF (v—
J

3 bezeichnen wir mit A, (r —1,,1" —1,). GemiB den obigen Uberlegungen de-

—1p, Y —1p)

T, 0 —1,) A)H]dr . (71)

Wir wollen nun mit dem gleichen Losungsansatz wie (34) die Losung der Wellengleichung

470 90— rotrot A +u A + [[A(r, ) A1) ] dr’ ~H, A +i / [Af (1—1,,1"—1,) A1) ] dr' (72)
¥ j

aufsuchen. Man hat statt (39)

ATV FO (1) = X3 (HYKD +ioHPD) FO (1),
c? 4D

wobei OHPD

— J-(aﬁlj) (l'—l'q)*]:. [AP

Mit der neu definierten Grofle
6}1%) (ERII[:) = . (d(lg) (r - rp -

erhalt man statt (44)

Man definiert nun entsprechend zu (46)
OED (f) =

Mit Hilfe der Periodizitatseigenschaft (70) und (5) kann man zeigen, daf}

(73)

(=25, 1 — 1) 00 (¥ =1, ] d') (74)

9%,1,,)*]_!' [A3 (£—1p, 2 —1,) o (¥'—1,)] dr’) dt (75)

s ”o FO(r) = X (A (Rag) +i b (Rag)] FP (1, Rog) - (76)
Z 0k () exp{=2i(ERy) } - (77)

) BP (v’ —1,,0)] 4’1 d2, (78)

O} (f)

= J(pg) (r—‘rp’f)*ﬁ‘. [A;} (r—l‘,,,r’—

wobei sich der Integrationsbereidl fiir v tber eine reale Einheitszelle erstreckt. Wegen der Hermirezitat

von Aj(v-—-1,,t —1,) ist 6E(') (f) reell.

27 Obwohl die Abhingigkeit von A(r,t’) von » zu beriick-
Anhang 2), rechnen wir nédherungs-

sichtigen wire (s.
weise mit Werten fiir festes »=».

Erst dadurch behal-

ten die Resultate von § 3, z. B. Orthogonalitit. ihre Giii-
tigkeit.
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Nach der Methode von § 4 bekommt man an Stelle von (52)

A2 F () =[E(2i”. Vnr) +iéE(2i—ir Vr,r)jF(r) : (79)

C

Auf diese Gleichung wollen wir jetzt die strahlenoptische Naherung anwenden, und zwar gehen wir
einen Schritt weiter als in § 5, d. h. zu einer hoheren Naherung.

Dazu entwickeln wir im Exponenten von (55) S(1) in eine Potenzreihe

Sy % I Bex.f 1 WEe
S(x) =S,(1) + . 5 (1} + {231_20’) B8] + wos « (80)
Wir beschranken uns hier auf die ersten beiden Glieder und setzen statt (55)
v o 1 o
Pl1) —exp {2.71%0[50(1’) + g o) H . (81)
Wir bringen (79) in eine Form, welche (61) entspricht:
422 F () = [B( A Var) +i0E (2 Vo) Fo) (82)
\ 27X, 27mix, y
mit der Definition
SE(f,r) = 5 SE(L1) . (83)
‘0

Setzen wir (81) in (82) ein und ordnen die Glieder nach Potenzen von (2mix,) ! (s. Anhang 4),
so ergibt sich

- 1 v 1 R T
4'.1 "E(VI 5031)+ ’.xo' (VI51VfE(f’I)({=7rSD)) (84)

2mi
+ ; (Ve V2 SEE 1) 6g5, —2«7%065(Vr§0,r)] +0((27ing) ~3).

Hierbei wurde 0F gegen E als klein betrachtet, und aus der Entwicklung von OE nach Potenzen von
(27i7y) "1 wurde das erste Glied in die Gruppe mit der Potenz (2mizx,) ! eingeordnet. Dies
entspricht, wie am Anfang dieses Abschnittes erwdhnt wurde, dem bei Idealkristallen tiblichen Verfahren.
Fiir eine Brocusche Funktion im Idealkristall bedeutet die Form (81) den Ansatz des komplexen Wellen-
vektors, und die Glieder mit der Potenz (2 i ;) ! in (84) liefern die Gl. (97), die den imaginaren Teil
der Gleichung der Dispersionsflidche darstellt.

Wenn man als erste Naherung nur das erste Glied auf der rechten Seite von (84) stehen lafit, bekommt
man als Eikonalgleichung (62) bzw (65)

4 7%= E(vr SO, 1) baw. vy=v(V:S,,1), (85), (86)

wobei So =%, 3‘0 . (87)
Die zweite Niherung ergibt sich durch Nullsetzen der Glieder mit dem Faktor (2 7 x,) ~1:

(VeS8 V) + 3 (Ve V)2 5] Edov 8o =2a200E(V.5p,1) (88)

oder [(Vq 31 V) + 3 (Ve V2Sel Eq=v,50 =270E(V/: Sy, 1) - (89)

Die Ortsdifferentiationen im Operator (\/, /()2 wirken nur auf S;. f=1\/,S; ist erst nach Durchfiihrung
der Differentiationen einzusetzen.

Wir betrachten nun die Grofe div [\/(E ¢—v,s0 ], wobei =Y/, S, vor der Divergenzbildung einge-
setzt werden soll. Dann hingt \/{E von t sowohl direkt als auch iiber f ab. Deshalb ist

div [V Eg=v,50] = (Vi V1 E) @=v,50 + (V/r{\(f V) VeE} t=v,s0) - (90)

Beim zweiten Glied auf der rechten Seite handelt es sich um die Kettenregel der Differentiation, und der
Bogen bedeutet, dal \/ ¢ nur auf f (=Y/,S;) wirken soll. Man sieht sofort, dal, abgesehen vom Faktor
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1/2, dieses Glied mit dem zweiten Glied von (89) identisch ist. Das erste Glied auf der rechten Seite von
(90) ist fiir einen Idealkristall Null. Wir nehmen hier an, dal} die Gitterverzerrung so klein ist, daf} die-

ses Glied vernachlassigbar wird 27

weils zu priifen. Somit hat man

(Ve S; VHE) qmv o+ & div [V Eqmv 59l =2 8E(V, Sp, 1)

Nach (46) ist aber

VE= 4;2 2v(E, 1) V. (92)
Wir definieren dementsprechend
st =[*T2vtn)| OB . (93)
Mit Beriicksichtigung von (86)
(VS Vi) a=vs0 + 3 div [V vi=v,50]
=2a0(V:Sp,1) s (94)
wobei S,(1) =S, (1) . (95)

Wir nennen (94) die Amplitudengleichung. Aus
dieser Gleichung kann man niamlich durch Einsetzen
der reellen Losung S, (1) von (86) eine reelle Funk-
tion S;(r) ermitteln (J» ist reell). Nach (18) ist

F(r) =exp [S;(x) +27S,(x)] . (96)
So(r) liefert also die Phase von F (1), und S;(1)
die Amplitude 1’ F(r) ‘ =exp 5;(1).

Wenn man an eine ebene Welle (d. h. eine Brocu-

sche Funktion) in einem Idealkristall denkt, ist \/¢»

konstant. Das zweite Glied von (94) verschwindet,
und man hat

(ViS5 Vev)=2adrv. (97)

Diese Gleichung liefert dieselbe Amplitudenédnde-
rung durch die Absorption, die man durch den An-
satz der komplexen Wellenvektoren bekommt (s.
II. Teil).

Das zweite Glied auf der linken Seite von (94)
wird nicht Null, wenn die Losung von der Form der
ebenen Wellen abweicht. Dies verursacht wieder eine
Amplitudendnderung. Wie diese mit dem Energie-
erhaltungsgesetz zusammenhéngt, wird in Teil II er-
lautert.

§ 7. Bewegungsgleichung des Wellenpaketes

Die Strahlenoptik ist in §5 und 6 fiir eine feste
Schwingungszahl entwickelt worden. Da aber die

. Die Berechtigung dieser Vernachldssigung ist bei einer Anwendung je-

(91)

Ausgangsgleichung (1) aus der zeitabhingigen Wel-
lengleichung (A 9) hergeleitet wurde, und die
Schwingungszahl » in der rechten Seite von (1)
nicht enthalten ist (wir vernachldssigen wieder die
Absorption), kann man die obige Strahlenoptik
ohne weiteres in die zeitabhidngige Form umschrei-
ben. Man setzt namlich

A(t,r) —exp{ —2aive} A(x), (98)
F(t,v) =exp{—2aive} F(x), (99)
So(t, 1) =Sp(x) —vt. (100)

Damit geht die Eikonalgleichung (65) bzw. (86) in
die Form iiber:

—3S,/3t=v(V:Sp,1) . (101)
Diese Gleichung hat genau die Form der Hamirron—
Jacosischen Gleichung in der Mechanik, wenn »(£, 1)
als die Hamivron-Funktion betrachtet wird. Man er-

hilt also die entsprechenden Hamirtonschen kanoni-
schen Gleichungen

dr/di— Vy v, (102)
dffde= —V,». (103)

Diese Gleichungen beschreiben die Bewegung des
aus Brocuschen Funktionen gebildeten Wellenpake-
tes 2. Die erste Gl. (102), die die Gruppengeschwin-
digkeit des Paketes angibt, hat genau dieselbe Form,
die bei Idealkristallen schon bekannt ist (WacNEr 14).
Die Berechtigung der Annahme von Pexnine und
PoLper !, daB diese Form auch bei schwach verzerr-
ten Gittern giiltig bleibt, ist damit nachgewiesen.
Wie schon in der Einleitung erwdhnt wurde, sind
(102) bzw. (103) dquivalent mit der Gl. (15) bzw.
(18) in der Arbeit von Penning und Porper, wie
im II. Teil gezeigt wird.

Im Einklang mit der Quantenmechanik kann man
mit der Pranckschen Konstanten A setzen

E=hv, p=ht (104)

und E bzw. ) als die Energie bzw. den Impuls un-
serer Partikel betrachten. E ist tatsiachlich die Ener-

27a Bei der Annahme von (43) wurde auch ein Glied von derselben Groflenordnung vernachldssigt.

27b Siehe Anhang 5.
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gie des Photons. ) ist aber nicht der Impuls des
Photons selbst, weil durch unsere Formeln nur die
gemittelte Bewegung des Photons beschrieben wird.
Man nennt ) in diesem Zusammenhang den Pseudo-
impuls.

Die kanonischen Gleichungen (102), (103) mit
Berticksichtigung der Umschreibung (104) sind mit
den entsprechenden Gleichungen fiir Elektronen im
Kristall
(105)

(106)

dr/dt=\/, E,,
dp/dt= —\/ . H,

zu vergleichen (Stater '?). Hierbei hat die Hamiv-
tonsche Funktion die Form E()) + H,(r). Da man
sich fiir die Elektronen in der Niahe der Extrema
eines Energiebandes interesiert, ist es zweckmaflig,
den Begriff der effektiven Masse einzufiihren.

Im Fall der RontcENn-Strahlen interessiert man
sich nicht fiir die Bandextrema, sondern fiir den
Bereich von f, wo naherungsweise die Gleichung
der Dispersionsflache

v(f,1) =, (107)

und die Bracesche Bedingung fiir eine Netzebene
| E[=[2+5i] (108)

erfiillt ist. Unter diesen Bedingungen hat die Funk-
tion »(f, 1) eine viel zu komplizierte Form, so dal}
die Einfiihrung einer effektiven Masse nicht sinnvoll
ist. Es handelt sich hier um Photonen und nicht um
materielle Teilchen. Dies fiihrt zu einer Komplika-
tion, wie man am folgenden einfachsten Beispiel
sieht.

Wenn namlich nur (107) und nicht (108) erfiillt
ist, hat man mit der Annahme 4 7% »?/c* > u prak-
tisch ein freies Photon. Es gilt

v(f, 1) =cl|t]. (109)

Die kanonischen Gleichungen (102), (103) bleiben
giltig. Man kann jedoch nach (109) die effektive
Masse gar nicht definieren, weil »(f, 1) eine linear
homogene Funktion der Komponenten von f ist.

Im Falle der FElektronenbeugung gibt es diese
Komplikation nicht. Man hat es mit Elektronen von
viel hoheren Energien zu tun, als in der normalen
Elektronentheorie der Kristalle. Wenn die Brace-
sche Bedingung (108) nicht erfillt ist, handelt es
sich praktisch um ein freies Elektron, dessen Hamir-
tonsche Funktion durch

E(hr)=, [ (110)
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gegeben ist. Seine Masse ist m. Wenn (108) erfiillt
ist, erhdlt man naherungsweise (s. II. Teil)

E(1) =4+ [ +B)(po+h 20 1 p24p2).
(111)

Hierbei ist die 2-Achse parallel zu 0, gewahlt. 4. B
und b, kénnen von 1 abhingen. Der Tensor der ef-
fektiven Masse ist diagonal mit den Elementen

m, = (1+B) 'm, m,"=m, m,.*=m.

Das Elektron hat eine anomal kleine effektive Masse
in der Richtung von b;,. Im II. Teil wird gezeigt.
dal} m,,” einer Bewegung Rechnung trégt, die ana-
log zu den relativistischen Formeln fiir einen ge-
ladenen Massenpunkt im elektromagnetischen Feld
verlduft.

Dieselbe Anomalie ist auch bei Photonen vorhan-
den, obwohl sie sich nicht durch die effektive Masse
beschreiben 1at. Wir sind aber an dem zeitlichen
Verlauf der Bewegung der Partikel nicht interes-
siert. Wir werden bei der festen Schwingungszahl »,
bleiben, wenn wir im II. Teil die Strahlenoptik wei-
ter entwickeln. Die obige Anomalie wird sich jedoch
dabei deutlich bemerkar machen.

Anhang 1. Wellengleichung

Wir leiten die Wellengleichung fiir Ronrcex-
Strahlen im Kristall unter denselben Bedingungen
ab, wie sie in der dynamischen Theorie iblich sind
(s. Lave 2!, S. 303 ff.). Wir wahlen aber eine etwas
andere Darstellung.

Die MaxweLLschen Gleichungen lauten (LavkZ2!.
S.13)

rotG=— 1 59 (A1)
C ct
= 1 8(9, 47 ~ ¢
rotH= S+ (A2)
div€E=4ao0, (A 3)
divH=0. (A4)
Wir setzen an

1 A -

G_ - ¢ 3t ’ (AD)

H=rot . (A6)

Durch diese Ansatze werden (A1) und (A 4) auto-
matisch erfillt. Aus (A 2) folgt
1 32

¢z Qe c

o~

AS - (A7)

rotrot A = —



RONTGEN-STRAHL-INTERFERENZEN AN SCHWACH VERZERRTEN KRISTALLEN. L

In der Quantenmechanik der Streuung von RONTGEN-
Strahlen an den Elektronen des Kristalls erhalt man,
wenn man die Absorption vernachlassigt, fir die
Stromdichte den Ausdruck

S= ° (),

mec °

(A8)

wobei e bzw. m die Ladung bzw. Masse des Elek-
trons und g(1) die zeitlich gemittelte Ladungsdichte
der Elektronenverteilung im Kristall bedeuten. o (1)
ist hierbei negativ.
Es folgt aus (A7)

. :30[ =rot rot A +u A (A9)
c* gt=
mit u=— 27501 > (A 10)
mC

Fiir eine Welle mit der Schwingungszahl » setzt man

A(t,t) =exp{ —2aiveyA(x) (A1l)
an und bekommt
477 9 —rotrot A +u . (A12)
C

Diese Gleichung ist mit der Laueschen Gleichung 2!

P _AD—rotrot(zD)  (A13)
zu vergleichen, wobei
D=— _° rotrot¥q= 2T 14U (Al4)
2aiy
und u= — L’Zi"g 7 (A15)
2

Die beiden Wellengleichungen sind praktisch dqui-
valent, da normalerweise gilt:

x| <1.

Die Gl. (A 3) ist hier nur als Definitionsgleichung
der scheinbaren Dichte 0 anzusehen.

(Al6)

Anhang 2. Absorption

(A 12) ist im Bereich geniigend hoher Frequen-
zen v giiltig, wo die Absorption vernachlassigbar ist.
Wenn man die Absorption beriicksichtigen will, muf}
man zu der durch (A 8) gegebenen Stromdichte ein
Zusatzglied

0= - ¢ [t A av

‘3/

(A17)

hinzufiigen (s. MovuiERe 2°). Dann hat man statt
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(A 12) eine Wellengleichung

4 7212

[A(1 ) A ] dr’.
Ly (A18)

A =rotrot N +u A +

c?

Hierbei ist A(1,1") ein Tensor, der nach der Lave-

schen Schreibweise (s. Lave !, S.395) gegeben ist

durch
A kT 2
A(z,§) = 2 A* (x, §) (A 19)
__4avy {Jon (@) Jon(5)} 4 {Jon (@) Jou(5)}]
het W Vpo—V Vnot+V ‘|.

Das Integral in (A17) bzw. (A 18) ist ein Volu-
dessen Bereich durch die Reich-
weite von A (1,1") begrenzt ist, die nicht wesentlich
groller als der Atomradius ist.

menintegral iiber 1,

Wir definieren den zu A(1,1’) adjungierten Ten-
sor A" (1,1") durch die Relation zwischen den Kom-
ponenten

A (n,0)) =A% (1,1) . (A 20)
Mit Hilfe der Identitat
A(r,) = § [A(r, 1) + A" (1, 1) ]
+ L [A(r, ) —A (1, 1)] (A21)

kann man A(r,1’) folgendermaBen aufspalten ™

A(r, 1) =AH(1, 1)) +iAA(1,1)). (A 22)
Es bedeutet AH den HErmiTEschen Teil
Af(r, 1) =  [A(r,Y) +A'(Y,1)]  (A23)

und A? den anti-Hermiteschen (oder schief-Her-
MmitEschen) Teil -
At = ) AGY) A D] (A24)
L
A" sowie A* sind Hermiresch als tensorielle Inte-
gralkerne, d.h. fiir zwei beliebige Vektoren 2[(r)
und B (1) gilt z. B.

[T (B(r) [Al(r, 1) A()]) drdr’ (A 25)
— [ Q(x) [A¥* (1, 1) B (1) ])dr dr’ .
Insbesondere ist
1 @0 (x) [AH(r,17) 2 (x")]) dr dr’ =reell . (A 26)

Entsprechendes gilt fiir A*(1, ).

27¢ Wenn das Zusatzglied von (A 18) in der iiblichen Niahe-
rungsform Au 2[ mit einem Skalar Au geschrieben wird,
entspricht AH bzw. AA dem reellen bzw. imagindren Teil
von Au.
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Scheinbar miite nach (A 19) A(r,1’) selbst Spektrum von 7, , wobei der Nenner des ersten
Hermitesch sein. Die Summe iiber n ist aber in  Gliedes durch v,y —v 4 i b mit einem kleinen Imagi-
Wirklichkeit ein Integral iiber ein kontinuierliches nirteil b ersetzt werden mufl (s. MovLiERE 26).

Anhang 3. Orthogonalitit und Normierung von Blochschen Funktionen im unendlichen Gitter

1) Brocusche Funktionen mit unterschiedlichen f-Werten sind orthogonal. Denn es gilt nach (5)
[V (r,5)* B (xr,t))dr= Dexp{—2ai(f-t R} [(BV(x,H*BD (1, F)) dr

- i O(E—1) [(BV(r.)* B (r.F))dr. .27
2) Brocusche Funktionen mit gleichen f-Werten und unterschiedlichen Bandindizes (i) sind in einer

Einheitszelle orthogonal. Dies kann man aus der Hermireschen Eigenschaft des Operators rot rot + u un-
mittelbar folgern.

Es gilt also f (BD*BW)ydr=0, wenn »@(f)2F 20 (f)2, (A 28)

Im Falle der Entartung, d. h. wenn »@ (£)2=»7 (f)2 fiir (i) # (j), kann man, wie iblich, durch eine
lineare Kombination orthogonale Funktionen bilden.
3) (A27) und (A 28) zusammenfassend kann man schreiben

j(p"i)(r, H*BO(r, 1)) dr=0;0(f-F) i ((9""?’(1', H* U (r,0))dr. (A29)

Zur Normierung kann man tiber den Wert des Integrals auf der rechten Seite verfiigen.

Anhang 4. Entwicklung der Wannierschen Gleichung nach Potenzen von (2 7)) ™!

Wir setzen (81) in (82) ein und berticksichtigen nur die Glieder mit den Potenzen (271/0)0
(27ing) 7' Es ist unmittelbar klar, dafl die Glieder mit (2 Tizg)? von SEF durch (SE(V1r So,r) F
gegeben sind. Die Glieder mit (2 ”tl/o) von OE F werden vernachlassigt (s. Text). Deshalb haben wir
nur noch die Glieder mit (27i%,) ! von EF aufzusuchen.

Nach (60) ist

B, Var)- S 1L Uk, Vi Edne. (A30)

2mwing
Mit (81) folgt

5 o i
Er- {30 (Vder L VS h, e B o, )

(2= Ve VD (VS VeG4,

27X

+ Z 1 n(n—l) Vr50~fosv yn- _9

!
n=2 "

L O((27ing)~2) : F.

Durch sukzessive Anwendung der Operation (1/2niz0'vr~fO,V?) von (A 30) ergibt sich die erste
Summe von (A 31), wenn alle Operatoren \/, auf F wirken. Die zweite Summe entsteht, wenn ein
Operator nicht auf F, sondern auf einen der durch die vorherige Operation entstandenen Faktoren
(Ve S0 — fo , V/#) wirkt. Die Zahl solcher Glieder ist durch n(n —1)/2 gegeben. Das Glied (2 i sy)~t /4 51

wird aus der zweiten Summe fortgelassen, weil es die Potenz (27i%)) ~* ergibt.



